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摘要  

 本文主要探討以微分再生核應用於無網格法來建立一套便於解析各種力學

問題之數值模擬法。文中首先以微分再生條件以及移動最小二乘法之觀念推導出

微分再生核法，可以由各離散點資料簡便的計算任意點之各階導數。其次本文利

用微分再生核配合置點法建立一套數值模擬方法可用來解析任意之線性偏微分

方程組。因採用置點法，不需如一般有限元素法需要元素之分割或積分網格之建

立，本文所建立之數值模擬方法為真實之無網格法。文中最後以一個一維邊界值

問題及一個二維彈性體開孔附近應力分析為例說明此一方法之應用。 

關鍵詞：無網格法、微分再生核、移動最小二乘法。 

一、 前言  

在力學問題之數值模擬上，有限元素法經數十年的發展，因其可廣泛處理各

種不同數值問題之計算，已成為計算力學領域之主流。然而隨著計算機計算能力

的增進以及所處理問題複雜度的增加，有限元素法因需要將所處理物理區間以元

素網格表示，而所得結果之精度又往往與網格之構形有關，相對於在實際數值計
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算上所耗費之資源，其在資料之輸入、前處理、元素網格之產生以及一些需要調

整元素網格之問題的處理上所需要大量人工及資源往往成為工作上之瓶頸。如何

節省人工、簡化處理程序，成為近年來計算力學應用上受到相當關注之研究課

題。無元素計算法為近年來在計算力學的領域漸受重視之一數值方法，此類方法

係以節點為導向，在每一節點附近採用局部之加權函數以及連續之近似函數來模

擬節點附近的函數。因其近似函數具有較高的平滑度且精度的調整較具彈性，所

得結果之收斂性一般較同階數之有限元素法為高，且因僅需節點資料不需元素網

格之劃分，在計算資料之處理上可節省相當多的人力。此類方法在節點之調整上

更具彈性，因並無元素之觀念，不像有限元素法精度常受到元素構形之限制，因

此在空間中可自由佈點，在一些大變形問題或變動邊界等相關問題之分析上，因

不需重新產生元素網格，在應用上遠較傳統之有限元素法為佳。基於以上優點，

無元素法在近年吸引許多學者的注意，其發展也相當快速，其中較具代表性的有

平滑顆粒流體力學(smooth particle hydrodynamics SPH)[1，2], 擴散元素(diffuse 

element)[3], 再生核顆粒法(reproducing kernel particle method RKPM)[4], 移動最

小二乘法(moving least-square methods MLS)[5], 無元素蓋勒金法 (element free 

Galerkin EFG)[6-7]等。 

無元素法中近似函數的建構一般可分為兩大類方法，其一為由鄰近節點值之

加權求值，例如 SPH, RKPM, EFG等,另一為利用最小二乘法,例如MLS。實際上

此兩類方法常是相關而且可以互相解釋的，其中最好的例子當為再生核法



 3 

(reproducing kernel approximation) [8]。再生核法為在局部區域以移動最小二乘法

產生一具全域高階導數連續之近似函數，其優點為所得函數可完全再生所要求階

數之多項式函數，因此較易掌握分析所需之精度，且在區域中可自由選取節點因

此可處理複雜幾何形狀之區域。但其缺點為計算較為繁複，因此較為耗時，尤其

是其微分牽涉到反矩陣函數之微分因此計算高階導數更是費時。由於以上因素，

一般的無元素法仍然使用 Galerkin 之弱積分式來處理微分方程式以降低所需微

分次數。基於弱積分式需對區域積分之需要一般的無元素法仍然需建立一積分網

格，無法達到真正"無網格"之境界，而且處理數值積分仍需耗費大量之計算時

間。另一可行的無元素法為置點法(point collocation)直接在節點上採用再生核近

似函數來滿足局部的微分方程[9]。置點法為真正的無網格法，應用上甚為簡便，

節點之佈點以及增減亦非常自由，但其缺點為需要較高階之導數的計算。由以上

所述可知，近似函數之微分計算為無元素法應用中之一關鍵因素，本文利用微分

再生之觀念，配合移動最小二乘法建立一微分再生核計算法(differential 

reproducing kernel method)，既保有再生核法之自由佈點以及高精度近似函數的

特性，又能夠快速的計算函數之各階導數。利用微分再生核配合置點法，本文建

立了一套簡便的數值模擬程序，可用來分析任意之線性偏微分方程組邊界值問

題。以下第二節將簡單介紹再生核近似函數之推導以及在函數微分上所遭遇之困

難。第三節為利用微分再生條件推導微分再生核計算法並說明如何利用此一算法

配合置點法建立微分方程式之數值分析程序。第四節以一個一維邊界值問題及一
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個二維彈性體開孔附近應力分析為例說明此一方法之應用，最後則為總結討論。 

二、 移動最小二乘法與再生核法  

微分再生核法係以離散之再生核近似函數 (discrete reproducing kernel 

approximation)為基礎所建立之一套微分計算法，因此本文先對再生核近似函數

之推導做簡單的介紹。再生核近似函數之推導可由加權函數(或稱"核函數")配合

函數再生條件求得，也可由移動最小二乘法導出。兩種推導方法各有其優點，也

分別代表再生核近似函數之不同特性。本文先以移動最小二乘法加以推導，再用

再生核函數法說明其特性。 

假設在空間某參考點 x*附近欲將一函數 u(x)以近似函數 uh(x)表示，可令 

 
1

( ) ( ) ( ) ( )
M

h T
i i

i

u u p a∗ ∗

=

≈ = − = −∑x x x x p x x a  (1) 

其中 pi(x)為預先選取的 M個線性獨立之基底函數，ai為待定係數。 

 { }1 2( ), ( ), , ( )T
Mp p p=p x x xK , { }1 2, , ,T

Ma a a=a K  

一般常用多項式為基底函數，例如對一維問題  { }1( ) 1, , ,T Mx x x −=p K ，對

二維問題 { }( ) 1, , ,T x y=p x K 等。 

在點 x*附近取 N個參考點定義加權誤差平方 
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1

( )[ ( ) ( )]

( ( ) ) ( )( ( ) )

N
T

a j j j
j

T T T

J w u∗ ∗

=

∗ ∗ ∗

= − − −

= − −

∑ x x p x x a x

a P x u W x P x a u

 (2) 

其中 wa(x*− x) 為一局部加權函數，下標 a稱為支撐範圍(radius of support)，超出

範圍外加權為零。本文所用之加權函數為三次曲線尺函數(cubic B-spline) 
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x x  (3) 

P為一 M×N矩陣 

 ( ), 1: , 1:ij i jP p i M j N∗= − = =x x  

 1 2( ) ( ), ( ), , ( )a a a Ndiag w w w∗ ∗ ∗ ∗ = − − − W x x x x x x xK  

經由誤差平方最小化之程序可求得 

 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ; )h T Tu ∗ − ∗ ∗ ∗= − =x p x x M x B x u N x x u  (4) 

其中 

 ( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )T∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= =M x P x W x P x B x P x W x  

 { }1 2( ), ( ), , ( )T
Nu u u=u x x xK  

而形狀函數 

 1( ; ) ( ) ( ) ( )T T∗ ∗ − ∗ ∗= −N x x p x x M x B x  (5) 

經由上述程序所求得之近似函數 uh(x)為點 x*附近之一局部函數，為求得一

可適用於全域之近似函數，移動最小二乘法選擇強制令 x* = x，如此，參考點 x*

隨所欲計算函數點移動，所建立近似函數成為 

 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )h T Tu −= =x p 0 M x B x u N x u  (6) 

而 
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 1( ) ( ) ( ) ( )T T −=N x p 0 M x B x  (7) 

即 

 1( ) (0) ( ) ( ) ( )T
l l a lN x x x w x x−= − −x p M p  (8) 

 由移動最小二乘法因節點 xj可任意分布，應用上相當自由，且所建構之近似

函數在局部區域為加權誤差平方為最小，計算函數值時亦僅需計入局部節點，因

此與全域之最小二乘法比較不但計算較為簡單精度也較高。 

 再生核近似函數之另一推導方式為由加權函數(或稱"核函數")配合函數再生

條件求得，令近似函數 

 
1 1

( ) ( ; ) ( )
N N

h
a l l l l

l l

u x x x x u N x u
= =

= Φ − =∑ ∑  (9) 

其中 ( ) ( ; ) ( ) ( ; )l a l a l lN x x x x w x x C x x x= Φ − = − − 即為再生核函數 (reproducing 

kernel function)， ( )a lw x x− 為局部之加權函數， ( ; )lC x x x− 稱為修正函數

(correction function)。 

 ( ; ) ( ) ( )T
l lC x x x x x x− = −p b  (10) 

p(x)為一組多項式基底函數，以一維為例 

 1( ) 1, , , ( )T M
l l lx x x x x x − − = − − p K  

b(x)為待定之係數 

 [ ]1 2( ) ( ), ( ), , ( )T
Mx b x b x b x=b K  

b(x)係由函數再生條件(reproducing conditions )決定。函數再生條件為當 u(x)為

M−1 階以下多項式時由再生核函數所算得近似函數 uh(x)全等於 u(x)。此條件可
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用下式代表之 

 
1

( ) , 0, 1, , 1
N

k k
l l

l

N x x x k M
=

= = −∑ K  (11) 

也可將上式表示為 

 

1

1 1 1

1

1

( ) 1

( ) ( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) 0

N

l
l

N N N

l l l l l
l l l

N
M

l l
l

N x

x x N x x N x N x x x x

x x N x

=

= = =

−

=

=

− = − = − =

− =

∑

∑ ∑ ∑

∑

M
 (12) 

亦即 

 
1

( ) ( ) ( ) ( ) (0)
N

T
l a l l

l

x x w x x x x x
=

− − − =∑ p p b p  (13) 

整理為矩陣形式即為 

 ( ) ( ) (0)x x =M b p  (14) 

解得 b(x)後代入 Nl(x)得 

 1( ) ( ) ( ) ( ) (0)T
l a l lN x w x x x x x−= − −p M p  (15) 

以上結果與移動最小二乘法所導得結果(8)式完全一樣。 

 由以上兩種推導方式可知以多項式為基底之再生核函數近似法兼具移動最

小二乘法以及多項式函數再生之雙重特性，其精度取決於所採用之基底函數項

次，誤差為 O(M)。因兼具局部誤差最小化以及全域多項式再生之雙重優點精度

易於掌控，且所建構形狀函數在全域為高階導數連續，因此在數值應用與有限元

素法所採用局部片段連續之形狀函數比較可得到較佳的精度。此外，由於形狀函

數並非由元素內節點插值而來，沒有所謂元素之觀念。因此再生核函數近似法成
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為無元素數值分析中之一重要方法。 

 在數值分析應用上常需計算函數之微分，一般論文中均採用對形狀函數直接

微分的方式來計算其各階導數。由(6)式知再生核近似函數之微分為 

 
1

1( ) ( ) ( ) ( )
(0) ( ) (0) ( )

h
T Tu

x x x x

−
− ∂ ∂ ∂ ∂

= = + ∂ ∂ ∂ ∂ 

x N x M x B x
u p B x p M x u  (16) 

而其中反矩陣之微分 

 
1

1 1( ) ( )
( ) ( )

x x

−
− −∂ ∂

= −
∂ ∂

M x M x
M x M x  (17) 

(16)式顯示再生核函數之微分計算相當繁雜，高階微分之計算牽涉項次更以等比

級數增加，因此在數值計算上，微分之運算耗費大量計算時間成為此類近似法之

主要缺點。如何建構一快速有效之微分計算法以替代直接微分法成為許多學者研

究之重點[9]。本文在下一節即提出以微分再生之條件來建立一微分計算法，無

論任何階數之微分計算，所需計算項次與近似函數之計算一樣，而精度與直接微

分相同。 

三、 微分再生核法  

為計算再生核函數之微分，首先觀察再生核形狀函數之直接微分所具有的特

性，由對函數再生條件(11)式微分可知 Nl(x)滿足下式 

 1

1

( )
, 0, 1, , 1

N
k kl
l

l

N x
x kx k M

x
−

=

∂
= = −

∂∑ K  (18) 

由上式可知對於任意 M−1階以下多項式以
( )lN x
x

∂
∂

為核函數可由節點值求得其正

確微分函數。 
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於此仿照再生核函數之推導令近似函數之微分為 

 
1 1

( )
( ; ) ( )

h N N

a l l l l
l l

u x
x x x u N x u

x = =

∂ ′ ′= Φ − =
∂ ∑ ∑  (19) 

其中 ( ) ( ; ) ( ) ( ; )l a l a l lN x x x x w x x C x x x′ ′ ′= Φ − = − − 為微分再生核函數 (differential 

reproducing kernel function)， ( ; )lC x x x′ − 為修正函數。 

 ( ; ) ( ) ( )T
l lC x x x x x x′− = −p b  (20) 

( )x′b 為待定係數使 ( )lN x′ 滿足與 (18)式相同之微分再生條件 (differential 

reproducing conditions) 

 1

1

( ) , 0, 1, , 1
N

k k
l l

l

N x x kx k M−

=

′ = = −∑ K  (21) 

(21)式重新整理為 

 

1

1 1 1

1

1

( ) 0

( ) ( ) ( ) ( ) 0 1 1

( ) ( ) 0

N

l
l

N N N

l l l l l
l l l

N
M

l l
l

N x

x x N x x N x N x x

x x N x

=

= = =

−

=

′ =

′ ′ ′− = − = − = −

′− =

∑

∑ ∑ ∑

∑

M
 (22) 

亦即 

 
1

( ) ( ) ( ) ( ) (0)
N

T
l a l l

l

x x w x x x x x
=

′ ′− − − =∑ p p b p  (23) 

其中 

 
( )

(0)
l

l

l x x

x x
x

=

∂ −′ =
∂

p
p  (24) 

整理為矩陣形式即為 

 ( ) ( ) (0)x x′ ′=M b p  (25) 
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解得 ( )x′b 後代入 ( )lN x′ 得 

 1( ) ( ) ( ) ( ) (0)T
l a l lN x w x x x x x−′ ′= − −p M p  (26) 

因 ( )lN x′ 與
( )lN x
x

∂
∂

均滿足微分再生條件(21)式與(18)式，以(26)式之 ( )lN x′ 為核函

數由(19)式所求得近似函數之微分與(16)式對近似函數直接微分所得結果具有相

同的精度，而在計算上(26)式則大為簡化。 

利用相同推導方式可推得近似函數之 k 階導數為 

 ( ) ( )

1 1

( )
( ; ) ( )

k h N N
k k

a l l l lk
l l

u x
x x x u N x u

x = =

∂
= Φ − =

∂ ∑ ∑  (27) 

其中 

 ( ) 1 ( )( ) ( ) ( ) ( ) (0)k T k
l a l lN x w x x x x x−= − −p M p  (28) 

 ( ) ( )
(0)

l

k
k l

k
l x x

x x
x

=

∂ −
=

∂
p

p  (29) 

由以上結果可知，以微分再生核算法對近似函數之各階導數計算，計算方法完全

一樣，唯一之差別僅在於微分核函數中之 ( ) (0)kp 項次。因此，以微分再生核法計

算近似函數之高階導數可節省大量之計算時間。 

 正如再生核法可由移動最小二乘法加以解釋，微分再生核法也可由移動最小

二乘法解釋。移動最小二乘法所建構再生核形狀函數(7)式係由(5)式中令 x* = x

而得，因此式中 ( )B x 與 1( )−M x 原為 ( )∗B x 與 1( )− ∗M x 對形狀函數之微分不應該

如一般論文中直接將 ( )B x 與 1( )−M x 對 x微分。由(5)式可知應先求出 

 1( ; ) ( )
( ) ( )

k T k T

k k

∗ ∗
− ∗ ∗∂ ∂ −

=
∂ ∂

N x x p x x
M x B x

x x
 (30) 

而後再令 x* = x以求得全域連續之近似函數的微分，故 
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 1( ) ( )
( ) ( )

k T k T

k k
∗

∗
−

=

∂ ∂ −
=

∂ ∂
x x

N x p x x
M x B x

x x
 (31) 

(31)式與(28)式完全一致。 

 以數值方法求解微分方程式，除有限插分法以外，大多將微分方程式轉換微

積分式例如 Galerkin method 等。本文所導出微分再生核算法當然可用於一般之

無元素法如 RKPM、EFG 等，但使用積分式無法避免的需要數值積分之積分網

格，所得結果仍然與網格之構形有關，如此仍然難以避免有限元素法所遭遇的一

些問題。為建立一真正"無網格"之數值方法，本文採用置點法(point collocation 

method)配合微分再生核算法來建立一套分析法。設有一線性微分方程式及其邊

界條件所構成之邊界值問題為 

 { ( )} ( ),   L u fΩ = ∀ ∈ Ωx x x  (32) 

 { ( )} ( ),   L u g∂Ω = ∀ ∈ ∂Ωx x x  (33) 

其中Ω為所考慮問題之區域，∂Ω為其邊界， LΩ、 L∂Ω均為線性微分運算子。由

置點法，在每一節點上使其滿足微分方程式，可得 

 1{ ( )} ( ) ( ) ( ),   for all T
j j j jL f∗

∗ −
Ω =

− =
x x

p x x M x B x u x x  (34) 

 1{ ( )} ( ) ( ) ( ),   for  T
j j j jL g∗

∗ −
∂Ω =

− = ∈ ∂Ω
x x

p x x M x B x u x x  (35) 

注意到因採用微分再生核(34)、(35)式中微分僅對 ( )∗ −p x x 項次進行，因此整個

式子僅需一次計算，這是微分再生核的一大特點。若所有節點數為 Np，邊界上

節點數為 Nb，由(34)、(35)式可組成一聯立線性方程組 

 ( ) 1 ( ) 1Np Nb Np Np Np Nb+ × × + ×=G u f  (36) 
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(36)式中方程式數大於未知數數目，可用最小二乘法求得最適解。採用以上解析

法主要的優點為僅需要節點資料，不需要建立任何網格。其次為可善用微分再生

核微分計算法之優點，使計算微分方程式大為簡化，解省計算時間。 

四、 數值範例  

為驗證微分再生核法之實用性，本文首先以一常微分邊界值問題驗證其在一

維邊界值問題上之應用，最後以一二維彈性力學開孔問題應力分析驗證其在二維

邊界值問題上之應用。 

 第一個例子為其解一個一維邊界值問題 

 
2

2
2 0
u

u
x

ω
∂

+ =
∂

 (37) 

邊界條件為 

 (0) 0, (1) 1u u= =  

其正確解為 

 ( )  sin( )/sin( )u x x ω=  (38) 

於此取 5 / 2ω π= ，微分再生核法取節點總數為 16點，基底函數為多項式，M = 4，

局部有效點數 N = 8，所得結果示於圖一至三。圖一為所求得之 ( )u x ，圖二、三

則為由所求得 ( )u x 再利用微分再生核法進行微分求得 ( )u x′ 及 ( )u x′′ 。各圖中實線

為正確解，虛線為微分再生核法數值解。由結果可知，微分再生核法不但在求取

函數本身上精度相當高，在函數的各階導數的求取精度也非常好。一般有限元素

法因採用局部元素內插分，因此由其數值結果再求取高階導數精度通常不佳，需
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再利用其他方法如加權平均等才能得到可靠的結果。這是微分再生核法的一大優

點。 

 第二個應用例子為分析一個二維彈性體中有一圓形開孔在無窮遠處受 x 方

向均勻張力σx
∞ = 100。由於對稱取四分之一象限分析，開孔為單位圓，分析區

間取至 10倍半徑。微分再生核法以 x、y之多項式為基底函數，取至 3次多項式，

M = 10，節點佈點如圖四，總點數為 289點，局部有效點數 N = 21，所求得開孔

邊緣環向應力示於圖五。圖五中實線為正確解，虛線為微分再生核法數值解，結

果顯示微分再生核法應用於線性彈性之應力分析可得精確之結果。 

五、 結論  

本文由移動最小二乘法以及微分再生兩種方式推導出微分再生核函數，例用

微分再生核函數可以快速的計算函數的各階導數。由微分再生核函數配合置點法

可建構一適用於任意線性微分方程邊界值問題之數值方法，由本文中之例子可看

出此一方法具有計算方法簡潔、不需建立網格、節點可彈性分布、函數各階導數

精度可掌控等優點。將此一方法應用於動力問題、應力集中問題、大變形問題、

非線性問題、破壞力學問題等均為進一步研究之重點。 
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圖一、例一 ( )u x ，實線為正確解，虛線為微分再生核法數值解。 
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圖二、例一 ( )u x′ ，實線為正確解，虛線為微分再生核法數值解。 
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圖三、例一 ( )u x′′ ，實線為正確解，虛線為微分再生核法數值解。 
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圖四、例二之節點分佈。 
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圖五、例二圓孔周圍環向應力，實線為正確解，虛線為微分再生核法數值解。 


